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Anotace
Disertační práce se zabývá matematickým modelováním bičující nestability
elektricky nabité kapalinové trysky, která je vytvářena z polymerního roztoku
prostřednictvím elektrostatických sil během elektrostatického zvlákňování.
Klíčovým atributem matematického modelu je ideální přímočarý segment
zelektrizované trysky, tzv. „viskoelastická činka“. Na základě analýzy tohoto
segmentu byly zformulovány obyčejné diferenciální rovnice popisující jeho
dynamiku i fyzikální vlastnosti. Tyto rovnice jsou řešeny numerickou metodou
typu prediktor-korektor s adaptivní volbou kroku. Součástí disertační práce je
vyvinutá vícevláknová počítačová aplikace napsaná v objektově orientovaném
jazyce C++, která umožňuje provádět simulace procesu elektrostatického
zvlákňování. Numerický výpočet obstarává paralelní výpočetní jádro, které
představuje algoritmizaci numerického modelu. Výsledky numerických simu-
lací jsou vizualizovány prostřednictvím trojrozměrné počítačové grafiky.

Klíčová slova:
bičující nestabilita; elektrostatické zvlákňování; kapalinová tryska; matema-
tický model; nanovlákna; numerický model; počítačová simulace.

Annotation
This dissertation thesis deals with the mathematical modeling of a whipping
instability of an electrically charged liquid jet, which is created from a polymer
solution by electrospinning. The ideal rectilinear segment of the electrically
charged liquid jet, the so-called “viscoelastic dumbbell”, is the key attribute
of the mathematical model. Governing equations describing dynamics and
physical properties of that segment were formulated based on its analysis.
Those equations are solved numerically by using the predictor-corrector
method with an adaptive step-size. A self-developed multi-threaded computer
application written in C++ object-oriented programming language that allows
to simulate the electrospinning process is also a part of this dissertation thesis.
A parallel computational kernel, which is an algorithmization of the numerical
model, handles an approximate numerical computation. Resutls of numerical
simulations are visualized through three-dimensional computer graphic.

Keywords:
whipping instability; electrospinning; liquid jet; mathematical model; nano-
fibers; numerical model; computer simulation.
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Použité symboly
γ N m−1 Povrchové napětí
δ m Výchylka v příčném směru
ε0 C2 N−1 m−2 Permitivita vakua
εr — Relativní permitivita vzduchu
εrp — Relativní permitivita polymerního roztoku
η Pa s Okamžitá dynamická viskozita
η0 Pa s Počáteční dynamická viskozita
ηa Pa s Dynamická viskozita vzduchu



νa m2 s−1 Kinematická viskozita vzduchu (νa = ηa/ρa)
κ S m−1 Měrná elektrická vodivost
ρ kg m−3 Měrná hmotnost polymerního roztoku
ρa kg m−3 Měrná hmotnost vzduchu
σ Pa Mechanické normálové napětí
τ s Okamžitý relaxační čas (τ = η/E)
τ0 s Počáteční relaxační čas (τ0 = η0/E0)
ϕ1 V Elektrický potenciál aplikovaný na kapiláru
ϕ2 V Elektrický potenciál aplikovaný na kolektor
ψ — Relativní vlhkost ve zvlákňovacím prostoru
Λ — Koeficient úbytku objemu rozpouštědla
Ds,a m2 s−1 Binární koeficient difúze rozpouštědla do vzduchu
a m Rozteč válcových vodičů drátového kolektoru
cp — Okamžitá hmotnostní koncentrace polymeru
cp0 — Počáteční hmotnostní koncentrace polymeru
cs,eq — Rovnovážná koncentrace nasycených par rozpouštědla
cs,∞ — Koncentrace nasycených par rozpouštědla ve zvlákňova-

cím prostoru v blízkosti kapalinové trysky
d m Okamžitý průměr segmentu zelektrizované trysky
d0 m Počáteční průměr segmentu zelektrizované trysky
h m Vzdálenost mezi kapilárou a uzemněným kolektorem
l m Okamžitá délka segmentu zelektrizované trysky
l0 m Počáteční délka segmentu zelektrizované trysky
m kg Okamžitá hmotnost
m — Exponent empirického vztahu
m0 kg Počáteční hmotnost
mp kg Hmotnost polymeru
ms kg Okamžitá hmotnost rozpouštědla
q C Okamžitý náboj
r m Poloměr kapiláry, resp. hemisférické kapky
t s Čas
x m Okamžitá x-ová souřadnice nabitého hmotného bodu
y m Okamžitá y-ová souřadnice nabitého hmotného bodu
z m Okamžitá z-ová souřadnice nabitého hmotného bodu
D m Průměr kolektoru
E Pa Okamžitý Youngův modul pružnosti
E0 Pa Počáteční Youngův modul pružnosti
I0 A Elektrický proud kapalinové trysky
J m4 Kvadratický moment plochy příčného průřezu
QV ℓhod−1 Objemový průtok polymerního roztoku kapilárou



R m Poloměr křivosti kapalinové trysky
T ◦C Teplota ve zvlákňovacím prostoru
V0 m3 Počáteční objem segmentu zelektrizované trysky
r m Okamžitý polohový vektor
v m s−1 Okamžitá rychlost
vn m s−1 Projekce okamžité rychlosti do normálového směru
vt m s−1 Projekce okamžité rychlosti do tečného směru
E V m−1 Intenzita vnějšího elektrostatického pole
FC N Elektrostatická odpuzující síla
FD N Odporová síla vzduchu
FE N Síla vnějšího elektrostatického pole
FM N Viskoelastická síla
FS N Síla povrchového napětí



Ačkoliv člověk tvoří mnoho objevů pomocí různých prostředků,

nikdo nezvládne nic krásnějšího, jednoduššího a přesnějšího než příroda,

protože v jejích výtvorech nic nechybí a nic nepřebývá.

—Leonardo da Vinci

1 Úvod
Počátky elektrostatického zvlákňování sahají až do roku 1600, kdy anglický
lékař a fyzik William Gilbert publikoval své stěžejní dílo De Magnete, Magne-

ticisque Corporibus, et de Magno Magnete Tellure. Gilbert byl první, kdo
pozoroval, jak se na suché podložce kapka vody formuje v kónický útvar,
přiblíží-li se k ní třením nabitou jantarovou tyčí [1]. Snahu pokusit se mate-
maticky modelovat chování kapalin ve vnějším elektrostatickém poli zapo-
čal John Zeleny, který v roce 1914 publikoval práci zabývající se chováním
kapek tekutiny na konci kovových kapilár [2]. V roce 1934 patentoval Anton
Formhals experimentální aparaturu sloužící k výrobě polymerních vláken
použitím elektrostatických sil. Příprava vláken tímto způsobem se nazývá
elektrostatické zvlákňování. Jinými slovy je elektrostatické zvlákňování proces,
kterým jsou výsledná nanovlákna vytvářena prostřednictvím elektricky nabité
trysky1) polymerního roztoku [3][4] nebo polymerní taveniny [5][6]. Tento
proces si během posledních několika let získal velkou pozornost zejména jako
levná a jednoduchá metoda pro laboratorní i průmyslovou výrobu polymer-
ních nanovláken [7]. Polymerní nanovlákna jsou používána nebo nacházejí
uplatnění při filtraci, výrobě ochranných oděvů, biomedicínských aplikacích,
systémech na podávání léčiv, tkáňovém inženýrství a v neposlední řadě jako
výztuž kompozitních materiálů [8]. Z těchto důvodů je pro nás důležité, poro-
zumět fyzikálním principům procesu elektrostatického zvlákňování a snažit
se je popsat prostřednictvím matematického aparátu.

V názvu předkládaného autoreferátu disertační práce se vyskytují dva
pojmy: modelování a simulace. Podstatou prvního pojmu je myšlena náhrada
zkoumané kapalinové trysky jejím matematickým modelem. S rozvojem výpo-
četní techniky jsou druhým pojmem myšleny virtuální experimenty na počítači,
tj. počítačové simulace propojené s vizualizací scény pomocí trojrozměrné
počítačové grafiky, jež mají napodobovat chování zkoumané kapalinové trysky,
s cílem získat široké spektrum informací. Ostatně, o rostoucím významu
počítačového modelování svědčí i Nobelova cena za chemii, kterou za vývoj
počítačových programů sloužících k porozumění složitých chemických procesů
získala v roce 2013 trojice vědců Martin Karplus, Michael Levitt a Arieh
Warshel [11].

1) Tryskou je v celém autoreferátu myšlen tenký proud polymerního roztoku.
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2 Předmět a cíle disertační práce
Cílem disertační práce bylo navrhnout matematický model elektricky nabité
kapalinové trysky, tento model realizovat ve formě počítačového programu
a s jeho pomocí simulovat bičující (ohybovou) nestabilitu, která hraje při
elektrostatickém zvlákňování klíčovou roli. Matematický model by také mohl
sloužit k vysvětlení některých nejasností při kooperativním ukládání nano-
vláken na speciálních kolektorech nebo při zvlákňování pomocí střídavého
elektrického proudu.

Dílčí cíle disertační práce je možné rozdělit do následujících okruhů:
zformulovat předpoklady matematického modelu;
provést analýzu ideálního přímočarého segmentu elektricky nabité kapali-
nové trysky, tzv. „viskoelastické činky“;
zformulovat obyčejné diferenciální rovnice popisující dynamiku i změnu
fyzikálních vlastností „viskoelastické činky“;
ověřit existenci a jednoznačnost řešení Cauchyovy úlohy pro zformulované
obyčejné diferenciální rovnice;
provést zobecnění na soustavu obyčejných diferenciálních rovnic popisující
dynamiku i změnu fyzikálních vlastností „řetězce viskoelastických činek“;
přeformulovat soustavu zobecněných obyčejných diferenciálních rovnic
do bezrozměrného tvaru;
diskretizovat soustavu bezrozměrných obyčejných diferenciálních rovnic
pro aplikaci vhodné numerické metody;
zformulovat matematické modely vnějších elektrostatických polí (diskový
uzemněný kolektor a speciální drátový kolektor);
nastudovat objektově orientovaný programovací jazyk C++ včetně stan-
dardů OpenMP, OpenGL a knihovny Qt;
naprogramovat paralelní výpočetní jádro;
naprogramovat modely vnějších elektrických polí;
naprogramovat scénu trojrozměrné počítačové grafiky;
naprogramovat grafické uživatelské rozhraní pro snadné nastavení všech
parametrů numerického modelu, simulace a vizualizace;
verifikovat implementované metody (ve smyslu objektově orientovaného
programovacího jazyka);
validovat matematické modely.

3 Přehled současného stavu problematiky
Problematika bičující nestability i celého procesu elektrostatického zvlákňo-
vání je středem zájmu řady výzkumných pracovišť po celém světě. Nedávné
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experimenty ukázaly, že nezbytným mechanismem elektrostatického zvlákňo-
vání je rychlé bičování kapalinové trysky [12].
Feng se ve svém článku [3] odkazuje na práci autorů Hohmana a jeho

kolektivu [12], kteří navrhli elektrohydrodynamický model elektrostatického
zvlákňování newtonovských kapalinových trysek. Nicméně uvádí, že může
nastat problém s okrajovou podmínkou předepsanou pro plošnou hustotu
náboje na hranici kapiláry. Pokud je počáteční plošná hustota náboje nulová
nebo velmi malá, zelektrizovaná kapalinová tryska se ihned za ústím kapiláry
vyboulí do bičující nestability, ale k tomu ve skutečnosti nikdy nedochází.
Proto ve svém článku nejprve popsal nepatrně odlišný model newtonov-
ských kapalinových trysek, jenž se takové nestabilitě vyvaruje. Řešení se
chovají „rozumně“, neboť nejsou, kromě tenké „mezní vrstvy“ na kapiláře,
citlivá vzhledem k počáteční plošné hustotě náboje. Autor následně zavedl
do modelu vztah pro nenewtonovskou (zdánlivou) viskozitu a zkoumal její
efekty. Výsledky ukazují na dva odlišné režimy dloužení: (1) „mírné dloužení“
a (2) „silné dloužení“. Feng na závěr použil empirický vztah pro simulování
deformačního zpevnění typických polymerních kapalin, které má za následek
výrobu silnějších vláken.
Han, Yarin a Reneker ve společném článku [18] představují novou

metodu charakterizace podélně namáhaných viskoelastických trysek při elektro-
statickém zvlákňování tavenin a koncentrovaných nebo částečně zředěných
polymerních roztoků. V případě 6% vodného roztoku poly(ethylen oxidu)
(PEO) naměřili autoři mechanické normálové napětí na počátku tenkého
proudu v řádu stovek kPa, což je o dva řády více než u jiných viskoelastických
trysek vytékajících z ústí kapiláry. Tento nesoulad je přičítán podélnému
dloužení polymerních kapalin v tzv. „přechodové oblasti“ mezi zborceným
Taylorovým kuželem a počátkem oblasti tenkého kapalinového proudu, kde se
rychlosti přetvoření pohybují v rozmezí 100 až 1 000 s−1. Rousovy relaxační
časy polymerního roztoku byly naměřeny v rozsahu 3 až 8 ms a Youngův
modul pružnosti byl řádově 100 Pa. Autoři předkládají nové důvody vysvětlu-
jící vytváření přímých úseků elektrostaticky zvlákněných trysek. Přímé úseky
jsou stabilizovány velkým počátečním mechanickým normálovým napětím
uvnitř elektricky nabité kapalinové trysky, které je vyvoláno v důsledku silného
elektricky podmíněného dloužení v přechodové oblasti. Další elektricky podmí-
něné dloužení kapalinové trysky (po přechodové oblasti) je poměrně slabé
a převažuje Rousova viskoelastická relaxace. Tahové napětí uvnitř elektricky
nabité kapalinové trysky se vlivem aplikovaného elektrického napětí zvyšuje
(vytváří se větší počáteční normálové napětí v přechodové oblasti), a proto by
se měla délka přímého úseku kapalinové trysky prodlužovat se zvyšujícím se
elektrickým napětím. Výsledky autorů také poukazují na příležitost vyvinout
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nový reometr pro koncentrované polymerní roztoky s rychlostmi přetvoření
v rozsahu 100 až 1 000 s−1. To ukazuje míru mechanického normálového napětí
podél kapalinového proudu a umožňuje vyhodnocení Rousova relaxačního
času, Youngova modulu pružnosti a dynamické viskozity.
Hohman a kolektiv publikovali sérii článků, ve kterých analyzovali

mechanismus bičující nestability tím, že studovali nestabilitu zelektrizované
kapalinové trysky s rostoucí intenzitou vnějšího elektrostatického pole. Ve
svém prvním článku [12] vyvinuli asymptotickou aproximaci rovnic elektro-
hydrodynamiky, proto aby mohli provést kvalitativní srovnání s experimenty.
Rozpoznali tři různé typy nestabilit: (1) klasickou osově souměrnou Rayleigho
nestabilitu, (2) osově souměrnou vyvolanou vnějším elektrostatickým polem
a (3) ohybovou (bičující) nestabilitu. S rostoucí intenzitou elektrostatického
pole zesilují elektrické nestability, zatímco Rayleigho nestabilita je potla-
čena. Jaká nestabilita bude dominovat silně závisí na plošné hustotě náboje
a poloměru křivosti zelektrizované kapalinové trysky. Fyzikální mechanismy
nestability jsou autory také diskutovány.

Ve svém druhém článku [28] používají Hohman a kolektiv již odvo-
zenou teorii stability a na jejím základě vybudovali metodu pro kvantita-
tivní odhad, kdy dojde k elektrostatickému zvlákňování. Nejprve je vypočí-
tána plošná hustota náboje a tvar stabilní části trysky, který se ztenčuje
s rostoucí vzdáleností od kapiláry. Následně je tato informace kombinována
s analýzou stability. V závislosti na experimentálních parametrech je předpo-
vídáno chování elektricky nabité kapalinové trysky a jsou vytvořeny pracovní
diagramy (závislosti intenzity elektrostatického pole na objemovém průtoku
polymerního roztoku kapilárou), kdy dochází k elektrostatickému zvlákňování.
Předpovědi jak se mění režimy elektrostatického zvlákňování, jsou prezento-
vány jako funkce měrné elektrické vodivosti a dynamické viskozity.
Kowalewski, Bloński a Barral společně ve své studii [13] shromáž-

dili experimentální data, prostřednictvím kterých si kladli za cíl charakte-
rizovat elektrostatické zvlákňování různých kapalin a navrhnout vhodný
teoretický model, který by umožňoval, aniž by došlo ke ztrátě přesnosti
a stability, používat libovolně hrubou i jemnou výpočetní síť. Většina modelů
elektrostatického zvlákňování je formulována tak, že se předpokládá podélný
rozměr mnohem větší než příčný. Tyto modely jsou z důvodu elektrostatických
interakcí nevhodné, pokud je diskretizace buď příliš hrubá nebo naopak příliš
jemná. Autoři představují robustní numerické metody, jejíchž podstata je
založena na hierarchickém shlukování náboje, které výrazně snižují výpočetní
časy. Nakonec implementovali metodu hraničních prvků, kterou používají
k výpočtu elektrostatických interakcí kapalinové trysky se sebe samou a s elek-
trodami. Tím je zaručeno splnění pevné okrajové podmínky pro konstantní
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elektrostatický potenciál, což umožňuje vyšetřovat skutečné elektrodové konfi-
gurace.
Reneker a kolektiv ve svém článku [8] analyzují příčiny ohybové

nestability, které jsou vysvětlovány pomocí matematického modelu. Součástí
článku je také reologický model polymerního roztoku, který umožňuje brát
v úvahu i viskoelastické chování kapalinové trysky. Autoři prokázali, že mecha-
nické normálové napětí způsobené vnějším elektrostatickým polem působícím
na přenášený náboj, stabilizuje do určité vzdálenosti přímý směr elektricky
nabité kapalinové trysky. Potom příčné perturbace rostou v reakci na odpuzu-
jící síly mezi sousedními elementy nesoucími náboj kapalinové trysky. Pohyb
segmentů trysky v důsledku elektricky podmíněné ohybové nestability rychle
roste. Autoři vypočítali trajektorii kapalinové trysky a to jak v oblasti, kde je
tryska téměř přímá a kde nestabilita není pozorovatelná, tak i v oblasti, kde
dominuje bičující nestabilita. Matematický model poskytl přiměřenou shodu
s experimentálními daty, zejména trajektorií elektricky nabité kapalinové
trysky určenou pozorováním vysokorychlostní kamerou.
Yarin, Koombhongse a Reneker v článku [10] vyvinuli lokální apro-

ximaci pro výpočet ohybové elektrické síly působící na zelektrizovanou kapa-
linovou trysku, která je klíčovým prvkem při vytváření nanovláken elektro-
statickým zvlákňováním. Pomocí této síly byla vypracována dalekosáhlá
analogie mezi elektricky podmíněnou ohybovou nestabilitou a aerodynamicky
podmíněnou nestabilitou. Odvodili quasi-jednodimenzionální parciální diferen-
ciální rovnice pro předpověď velikosti růstu malých, elektricky podmíněných
ohybových perturbací z kapalných sloupců. Diskretizovaný tvar těchto rovnic,
který bere v úvahu odstraňování rozpouštědla a tuhnutí polymerního roztoku,
použili na výpočet trajektorie elektricky nabité kapalinové trysky v průběhu
bičující nestability vedoucí k tvorbě velké smyčky a výsledných nanovláken.
Výsledky výpočtů jsou autory porovnány s experimentálními daty získanými
v jejich práci.
Zeng, Yang a Yu ve své práci [29] nevysvětlují bičující nestabilitu elek-

tricky nabité kapalinové trysky ani proces elektrostatického zvlákňování, ale
zabývají se modelováním pohybu vlákna, které je unášeno proudem vzduchu
o vysoké rychlosti. Pro simulování pohybu vlákna navrhli matematický model
založený na hmotných bodech a pružných tyčinkách. Tento model zahrnuje
vliv Youngova modulu pružnosti a ohybové tuhosti, a tak umožňuje popsat
pružnost a ohyb vlákna. Kombinací Eulerova a Lagrangeova přístupu odvodili
rovnice, kterými modelovali pohyb vlákna v odporovém prostředí vzduchu.
Oboustranná vazba je zavedena tak, aby dávala jasnější pochopení interakce
mezi vláknem a vzduchem. Navržený model je používán v textilním průmyslu
k simulování pohybu vlákna ve vzduchovém tkacím stroji.
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Reneker a Yarin ve svém článku [9] popisují vývoj trajektorie elek-
tricky nabité kapalinové trysky. Řízením procesu připravili vlákna s průměry
několika nanometrů a s různými tvary příčných průřezů. Přísady do zvlák-
ňovaného polymerního roztoku jako jsou chemická činidla, další polymery,
dispergované částice, bílkoviny nebo životaschopné buňky, měly za následek
vmísení přidaného materiálu do nanovláken. Následné úpravy nanovláken
jako slepování, chemické zpracování povrchů a tepelné zpracování rozšiřují
využitelnost těchto nanomateriálů.
Theron, Zussman a Yarin představují svojí práci [4] o elektrostatic-

kém zvlákňování, ve které měřili závislost různých parametrů na elektrickém
proudu a objemové i plošné hustotě náboje v kapalinové trysce. Dynamická
viskozita, povrchové napětí, relaxační čas, elektrická vodivost a permitivita
polymerního roztoku byly měřeny stejným způsobem. Za tímto účelem připra-
vili různé polymerní roztoky, např. poly(ethylen oxidu) (PEO), polyakrylové
kyseliny (PAA), polyvinylalkoholu (PVA), polyuretanu (PU) a polykapro-
laktonu (PCL), které byly elektrostaticky zvlákněny. Sledovanými řídícími
parametry byly: aplikované elektrické napětí, objemový průtok roztoku, hmot-
nostní koncentrace polymeru, molekulová hmotnost polymeru, vzdálenost
zvlákňovací elektrody od uzemněného kolektoru a u některých polymerních
roztoků také koncentrace ethanolu.
Theron a kolektiv ve svém článku [7] uvádějí, že působící elektrické

síly jsou hlavním faktorem odpovědným za charakteristiku trajektorie elek-
tricky nabité kapalinové trysky a její dloužení při elektrostatickém zvlákňování.
Jejich práce referuje o výsledcích experimentů a modelování vícenásobných
kapalinových trysek vznikajících během elektrostatického zvlákňování polymer-
ních roztoků. Konfigurace vnějšího elektrostatického pole mezi elektrodami
byla stejná jak u lineárního, tak u nelineárního Maxwellova reologického
modelu, který autoři použili k popisu viskoelastického chování kapalinové
trysky. Výsledky ukazují, jak vnější elektrostatické pole a vzájemné elektrické
interakce ovlivňují trajektorii elektricky nabité kapalinové trysky a její vývoj
v průběhu elektrostatického zvlákňování.
Filatov a kolektiv popisují ve své monografie [30] štěpení primární

kapalinové trysky jako druhotný mechanismus elektrostatického zvlákňování.
Může být snadno ukázáno, s použitím řešení quasi-jednodimenzionální rovnice
elektrohydrodynamiky, že ani kapalina proudící za ustálených podmínek,
nemůže být v příčném směru považována za stabilní. Je to proto, že záporný
tlak ponderomotorické síly na jejím povrchu je zákonitě vyrovnán a vysoce
převyšuje kapilární sílu v její zbývající části. Nicméně, i takové perturbace
nepovedou okamžitě ke zlomu kapalinové trysky, za prvé proto, že jediný
možný mechanismus potřebný k tomuto účelu je Rayleigho nestabilita, jež je
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výrazně oslabena elektrickým tlakem, který je mnohem vyšší než kapilární
a za druhé proto, že příchod tohoto mechanismu „do hry“ prostřednictvím
stále rostoucích samooscilací kapaliny vyžaduje mnohem více času než podélné
zrychlení trysky. Tato situace se však podstatně změní poté, jakmile se kapali-
nová tryska následně stočí ve směru siločár aplikovaného vnějšího elektrického
pole. V tomto případě se významný spirálovitý pohyb trysky stane dosta-
tečným důvodem pro rozštěpení primární trysky podél její osy a následné
formování větvící struktury s čím dál štíhlejšími a přibližně shodnými páry
sekundárních trysek. Štěpení primární kapalinové trysky může v principu
pokračovat dokud rostoucí kapilární tlak na povrchu sekundárních trysek bude
v rovnováze s elektrickým tlakem, nebo dokud kapalinová tryska neztuhne
do vlákna po odstranění rozpouštědla. Autoři uvádějí, že štěpení primární
trysky zvlákňovaného polymerního roztoku zlepšuje průběh elektrostatického
zvlákňování a má významný vliv na výsledné vlastnosti vzniklých nanovláken.
Na základě experimentálně získaných minimálních a maximálních průměrů
vláken tvrdí, že poměr maximálního a minimálního průměru je roven 2n/2,
kde n odpovídá postupnému rozštěpení kapalinové trysky do dvou sekundár-
ních trysek stejného objemu. Ukazují, že se hodnota n zvyšuje s objemovým
průtokem od 2 do 5. Za zmínku stojí také poznamenat, že štěpení je náhodný
proces a je doprovázený redistribucí elektrického náboje podél vznikajících
sekundárních trysek. V závěru oddílu je uveden důkaz založený na porovnání
kinetické energie primární kapalinové trysky s elektrickou energií dodanou
do systému, o který autoři opírají své tvrzení. Poukazují na přebytek energie
i při 100% účinnosti procesu, zatímco ve skutečnosti je účinnost mnohem
nižší, protože část energie musí být vynaložena na překonání vnitřního tření
v kapalinové trysce a pro její nabíjení. Výsledkem důkazu je, že tento para-
dox lze snadno odstranit pomocí mechanismu postupného štěpení primární
kapalinové trysky na n-párů sekundárních trysek, jejíchž rychlost se postupně
snižuje o faktor 2n. (Pro účinnost procesu více než 3 % uvádějí hodnotu
n = 4.28.)
Reneker a Yarin ve svém článku [9] popisují zkušenosti se štěpením

primární kapalinové trysky při elektrostatickém zvlákňování 15% roztoku PCL
v acetonu. Roztok byl zvlákněn při rozdílu elektrických potenciálů 10 kV.
Vzdálenost mezi pipetou a kolektorem byla 70 mm. Štěpení pozorovali častěji
u koncentrovanějších a viskóznějších roztoků, a při hodnotách intenzity elektro-
statického pole, jež byly vyšší něž hodnota kritické intenzity, která je poža-
dována k vytvoření jedné trysky. Ohýbání a štěpení začalo již při krátké
vzdálenosti od ústí pipety. Zajímavé štěpení pozorovali na tryskách z roztoků
polyetherimidu (PEI) v těkavém rozpouštědle, které měly tendenci tvorbě
krusty v místě rozštěpení primární kapalinové trysky.
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4 Použité metody

Matematický model předkládaný v tomto oddíle vychází z myšlenky modelu
od Renekera a Yarina (viz např. [6][8][9]), a také z modelu od Zenga, Yanga
a Yua (viz např. [29]). Klíčovým atributem celého modelu je ideální přímočarý
segment elektricky nabité kapalinové trysky, tzv. „viskoelastická činka“.

4.1 Ideální přímočarý segment kapalinové trysky
Ideální přímočarý segment zelektrizované trysky se sestává ze dvou nabitých
hmotných bodů A a B, které jsou vzájemně propojeny reologickými prvky
(viz obr. 1). Zvolené reologické prvky a jejich spojení odpovídá Maxwellovu
modelu, který byl použit k modelování viskoelastického chování zvlákňovaného
polymerního roztoku.

+

+
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FFC

FFM

FFM

FFE

FFE
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B

m, q

m, q

d

l

Obr. 1: Silový rozbor ideálního přímočarého segmentu zelektri-
zované trysky. η—dynamická viskozita, d—okamžitý průměr,
l—okamžitá délka, m—okamžitá hmotnost, q—vázaný náboj,
E—Youngův modul pružnosti, FC—elektrostatická síla, FE—sí-
la vnějšího elektrostatického pole, FM—viskoelastická síla. Tího-

vou sílu je možné v silovém rozboru zanedbat.

4.2 Bičující nestabilita kapalinové trysky
Pravděpodobná příčina bičující nestability může být vysvětlena následujícím
způsobem. V lokálních souřadnicích, které se pohybují společně s elektricky
nabitou kapalinovou tryskou, je možné její vázané náboje považovat za static-
kou soustavu souhlasně nabitých bodových nábojů, která je ovlivňována
především elektrostatickými silami FC, tj. bez vnějšího elektrostatického pole.
Podle Earnshawovy věty (viz např. [35, str. 107]) nemůže být taková soustava
ve stabilní rovnováze. Pro ilustraci mechanismu bičující nestability, jenž je
relevantní v souvislosti s elektrostatickým zvlákňováním, jsou uvažovány tři
hmotné body A, B a C, každý s vázaným nábojem q a původně umístěné v ose
trysky [viz obr. 2(a)]. Jestliže dojde v důsledku příčné perturbace k vychýlení
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Obr. 2: Silový rozbor vysvětlující pravděpodobný mechanismus vzniku bičující
nestability elektricky nabité trysky. δ—výchylka perturbace, θ—úhel, l—okamžitá
délka, FC—elektrostatická síla, FE—síla vnějšího elektrostatického pole, FM—visko-
elastická síla, FVC—výslednice elektrostatických sil, FVM—výslednice viskoelastic-

kých sil. Tíhovou sílu je možné v silovém rozboru zanedbat.

nabitého hmotného bodu B o vzdálenost δ do místa B′, výslednice elektro-
statických odpuzujících sil, FVC, má tendenci k dalšímu vzdalování tohoto
bodu od své původní polohy, tzv. labilní rovnováha. Růst malých ohybových
perturbací je charakterizován výchylkou δ. Podle autorů článků [6][8] je tento
mechanismus zodpovědný za bičující nestabilitu zelektrizované kapalinové
trysky při elektrostatickém zvlákňování.

Pokud jsou nabité hmotné body A, B a C vzájemně propojeny reologic-
kými prvky [viz obr. 2(b)], výslednice viskoelastických sil, FVM, má tendenci
vyrovnávat nestabilitu způsobenou elektrostatickými odpuzujícími silami FC.
Pro velmi tenké kapalinové trysky je možné, v porovnání se stabilizujícím
efektem viskoelastických sil FM, zanedbat vliv smykové (posouvající) síly vzta-
hující se k ohybové tuhosti, tj. součinu E J , kde J = (πd4)/64 je kvadratický
moment plochy kruhového průřezu. Jestliže jsou elektrostatické odpuzující
síly větší než viskoelastický odpor, FVC > FVM, růst bičující nestability je nyní
zbrzďován právě viskoelastickým odporem [6] zvlákňovaného polymerního
roztoku.

4.3 Zobecněný model elektricky nabité trysky
Stěžejní myšlenkou zobecněného modelu je náhrada spojité elektricky nabité
kapalinové trysky [viz obr. 3(a)] za soustavu sériově spojených přímočarých
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Obr. 3: Náhrada spojité elektricky nabité kapalinové trysky soustavou sériově
spojených ideálních přímočarých segmentů zelektrizované trysky.

segmentů zelektrizované trysky [viz obr. 3(b)]. Prostřednictvím tohoto „řetězce
viskoelastických činek“ je modelováno vznikající polymerního nanovlákno.

4.4 Zobecněná soustava obyčejných diferenciálních rovnic
Úbytek hmotnosti rozpouštědla v důsledku jeho vypařování, a s tím spojené
tuhnutí elektricky nabité kapalinové trysky, je důležitým efektem během
procesu elektrostatického zvlákňování. Kinetiku tohoto děje, při němž dochází
k transportu rozpouštědla mezi kapalinovou tryskou a prostředím zvlákňo-
vacího prostoru, lze matematicky vyjádřit prvním Fickovým zákonem (viz
např. [31]), který má pro hmotnostní tok tvar

dmsi,i+1

dt
= 0.495 ν

1
6
a D

1
2
s,a π ρ (cs,eq − cs,∞)(li,i+1)

4
3 |vini,i+1|

1
3 . (1)

Zvlákňovaný polymerní roztok se chová jako viskoelastická (maxwellov-
ská) kapalina, proto byl k modelování odezvy materiálu na vnější zatížení
použit Maxwellův reologický model (viz např. [34]) a to v nelineární variantě
(s ohledem na změnu materiálových vlastností kapalinové trysky během jejího
letu od zvlákňovací elektrody ke sběrnému kolektoru). Předkládaný reolo-
gický model popisuje nelineární viskoelasticitu a je reprezentován sériovým
zapojením nelineární pružiny, tzv. Hookeova prvku, a nelineárního viskózního
tlumiče, tzv. Newtonova prvku. Konstitutivní rovnice má tvar

dσi,i+1

dt
=
ηi,i+1

τi,i+1

(ri − ri+1) · (vi − vi+1)
l2i,i+1

−
σi,i+1

τi,i+1

, (2)
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kde jednotlivé členy se vztahem ke zvlákňovanému polymernímu roztoku jsou
definovány následujícími vztahy:

okamžitá dynamická viskozita

ηi,i+1 = 10B cm
pi,i+1 ; (2a)

okamžitý relaxační čas

τi,i+1 =
τ0

cp0

cpi,i+1 ; (2b)

okamžitá hmotnostní koncentrace polymeru

cpi,i+1 =
mp

mp +msi,i+1

. (2c)

Konstanta B může být odhadnuta z empirického vztahu [23, str. 32,
rov. (18)] s dosazenými počátečními hodnotami dynamické viskozity η0 a hmot-
nostní koncentrace polymeru cp0

B =
log10 η0

cm
p0

. (2d)

(Konstanta A není důležitá, pokud je známa počáteční hodnota dynamické
viskozity, jenž je použita pro škálování [10].) Exponent empirického vztahu
byl pro některé roztoky nalezen m = 0.5, zatímco pro jiné bylo m = 1 [23].
Autoři [10] uvádějí rozsah hodnot pro exponent m = 0.1 až 1.

Nechť se v inerciální vztažné soustavě pohybuje hmotný bod i s nábojem qi,
který má okamžitou hmotnost mi a okamžitou rychlost vi. Podle druhého
Newtonova pohybového zákona je časová změna hybnosti nabitého hmotného
bodu i rovna výslednici vnějších sil. Na základě rozboru silových účinků (viz
obr. 4), lze sestavit pohybovou rovnici (a rovnou ji přepsat na dvě diferenciální
rovnice prvního řádu)

dri
dt

= vi , (3)

mi
dvi
dt

=
1
2

(

dmsi−1,i

dt
+

dmsi,i+1

dt

)

vi + FEi + FCi + FMi + FDi + FSi , (4)

kde jednotlivé působící síly jsou definovány následujícími vztahy:

síla vnějšího elektrostatické pole

FEi = qi E ; (4a)

síla elektrostatická

FCi =
qi

4π ε0 εr

n
∑

j=1

j 6=i

qj

|ri − rj |2
ri − rj
|ri − rj |

; (4b)
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Obr. 4: Silový rozbor na i-tém nabitém hmot-
ném bodě zobecněného modelu zelektrizované
trysky. l—okamžitá délka, r—okamžitý polo-
hový vektor nabitého hmotného bodu trysky,
FC—elektrostatická síla, FD—odporová síla
vzduchu, FE—síla vnějšího elektrostatického
pole, FM—viskoelastická síla, FS—síla povrcho-
vého napětí. Tíhovou sílu je možné v silovém

rozboru zanedbat.

síla viskoelastická

FMi =
π

4

(

d2
i−1,i σi−1,i

ri−1 − ri
|ri−1 − ri|

+ d2
i,i+1 σi,i+1

ri+1 − ri
|ri+1 − ri|

)

; (4c)

síla povrchového napětí

FSi =
γ π

4

(

di−1,i
ri−1 − ri
|ri−1 − ri|

+ di−1,i arcsin
li−1,i

2Ri

rS − ri
|rS − ri|

+

+ di,i+1 arcsin
li,i+i

2Ri

rS − ri
|rS − ri|

+ di,i+1

ri+1 − ri
|ri+1 − ri|

)

; (4d)

síla odporová

FDi = 6 ηa π

(

di−1,i

(vini−1,i)
2

|vini−1,i|
+ di,i+1

(vini,i+1)2

|vini,i+1|

)

+

+ 6 ηa

(

li−1,i

(viti−1,i)
2

|viti−1,i|
+ li,i+1

(viti,i+1)2

|viti,i+1|

)

. (4e)
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Okamžité průměry ideálních přímočarých segmentů elektricky nabité
trysky jsou určeny z rovnosti objemů, která je zohledněná tzv. koeficientem
úbytku objemu Λ ∈ 〈1; cp0〉. Tedy

di−1,i =

√

d2
0 l0

Λi−1,i

li−1,i
,

Λi−1,i =
Vi−1,i

V0

=
mp +msi−1,i

m0

,

di,i+1 =

√

d2
0 l0

Λi,i+1

li,i+1

,

Λi,i+1 =
Vi,i+1

V0

=
mp +msi,i+1

m0

.

(4f)

Soustava obyčejných diferenciálních rovnic (1), (2), (3) a (4) představuje
Cauchyovu úlohu s počátečními podmínkami

msi,i+1 = 1 − cp0

σi,i+1 = 0

ri+1 = {0; 0; r}T

vi+1 = {0; 0; 0}T























pro i = n . (5)

Přibližné řešení počáteční úlohy (1), (2), (3), (4) a (5) je hledáno nume-
ricky metodou typu prediktor–korektor (P: explicitní Eulerova metoda;
K: Adams-Moultonova metoda druhého řádu) s adaptivní volbou časového
kroku. Při konkrétním numerickém řešení je však často vhodné provést výpo-
čet v bezrozměrném tvaru rovnic [47]. Výhoda tohoto přístupu je především
v numerické stabilitě použitých algoritmů, protože nedochází v takové míře
ke vzniku a propagaci zaokrouhlovacích chyb nebo podtečení datového typu
v důsledku počítání s velmi malými čísly. Výsledky práce byly shrnuty do
článku v odborném časopise [56]. Dílčí výsledky byly publikovány ve sbornících
z domácí konference [61][62] a ve sborníku ze SVOČ [64].

5 Přehled dosažených výsledků
Dosaženými výsledky disertační práce jsou:

matematické modely vnějších elektrostatických polí (diskový uzemněný
kolektor a speciální drátový kolektor);
matematický model elektricky nabité kapalinové trysky;
numerická diskretizace modelu elektricky nabité kapalinové trysky;
vícevláknová počítačová aplikace, která umožňuje simulovat proces elektro-
statického zvlákňování (včetně ukládání nanovláken na kolektoru) a vizua-
lizovat vypočtenou trajektorii zelektrizované trysky nebo rozložení inten-
zity vnějšího elektrostatického pole;
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virtuální experimenty, tj. počítačové simulace vlivu vstupních parametrů
numerického modelu na trajektorii elektricky nabité trysky nebo vlivu
rozteče válcových vodičů speciálního kolektoru na ukládání nanovláken
při procesu elektrostatického zvlákňování.

5.1 Vnější elektrostatické pole

Vnější elektrostatické pole hraje v procesu elektrostatického zvlákňování důle-
žitou roli. Je příčinou dloužení a urychlování elektricky nabité kapalinové
trysky [3][12][18], a také do určité vzdálenosti stabilizuje její přímý směr [8][18].
Disertační práce se zabývá modelováním procesu elektrostatického zvlákňo-
vání s použitím diskového uzemněného kolektoru a speciálního kolektoru,
který je vyroben ze dvou paralelních válcových vodičů. Dílčí výsledky práce
byly publikovány v odborném časopise [57] a ve sborníku z mezinárodní
konference [59].

Na obr. 5(a) je znázorněno rozložení velikosti intenzity elektrostatického
pole uzemněného diskového kolektoru ve zvlákňovacím prostoru včetně řezů
ekvipotenciálními plochami a na obr. 5(b) je znázorněno rozložení velikosti
intenzity elektrostatického pole speciálního drátového kolektoru opět včetně
řezů ekvipotenciálními plochami.

5.2 Vícevláknová počítačová aplikace

Vytvoření nativní počítačové aplikace bylo motivováno třemi hlavními důvody.
Prvním důvodem byla potřeba jemnějšího časového kroku použité nume-
rické metody. Algoritmus realizovaný v prostředí programu Matlab byl již
z hlediska výpočetního času neefektivní. Druhým důvodem byl požadavek
na vytvoření grafického uživatelského rozhraní (viz obr. 6), které umožní
snadné nastavení všech parametrů modelu (viz obr. 7). Třetím důvodem byl
požadavek na maximální využití výkonu vícejádrového procesoru výpočetní
stanice. Při rozhodování, který programovací jazyk pro vývoj počítačového
programu použít, byl kladen důraz především na přenositelnost, efektivitu
a úspornost. S přihlédnutím ke zmíněným důvodům byl vybrán objektově
orientovaný jazyk C++, který těmto požadavkům plně vyhovuje.

Základem počítačové aplikace je paralelní výpočetní jádro, které před-
stavuje algoritmizaci numerického modelu. Paralelizace výpočetního jádra
byla realizována s použitím OpenMP, což je standardizované rozhraní pro
paralelní programování aplikací běžících na počítačových systémech se sdíle-
nou pamětí. Sestává se ze sady direktiv pro kompilátor, knihovních funkcí
a proměnných prostředí. OpenMP používá vícevláknový paralelismus založený
na scénáři rozděl/sluč. Dílčí výsledky práce byly publikovány ve sborníku
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Obr. 5: Velikost intenzity elektrostatického pole ve zvlákňovacím prostoru a řez
ekvipotenciálními plochami (a) uzemněného diskového kolektoru, (b) speciálního
drátového kolektoru. Parametry výpočtů: potenciál kapiláry ϕ1 = 20 kV, potenciál
kolektoru ϕ2 = 0 V, vzdálenost mezi kapilárou a uzemněným kolektorem h = 90 mm,
poloměr kapiláry r = 5 mm, průměr diskového kolektoru D = 90 mm a průměr
drátového kolektoru D = 2 mm. Výsledky byly získány prostřednictvím autorem

vyvinutého numerického modelu jožin.
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Obr. 6: Grafické uživatelské rozhraní počítačové aplikace.

z mezinárodní konference [58], ve sborníku z domácí konference [60] a ve
sborníku z workshopu [63].

5.3 Trajektorie elektricky nabité trysky
Na obr. 8, obr. 9, obr. 12, obr. 13, obr. 16 a obr. 17 jsou znázorněny vypočtené
trajektorie elektricky nabité trysky při různých parametrech počítačové simu-
lace. Všechny výsledky byly získány prostřednictvím autorem vyvinutého
numerického modelu jožin. Trajektorie zelektrizované kapalinové trysky byly
vypočteny pro parametry 6% vodného roztoku PEO: povrchové napětí γ =
= 70 mN m−1, relativní permitivita εrp = 57.63, měrná elektrická vodivost
κ = 14.8 mS m−1, měrná hmotnost ρ = 1 000 kg m−3, počáteční dynamická
viskozita η0 = 1 000 Pa s, počáteční relaxační čas τ0 = η0/E0 = 10 ms, počá-
teční hmotnostní koncentrace polymeru cp0 = 0.06. Binární koeficient difúze
rozpouštědla do vzduchu Ds,a = 2.96 × 10−5 m2 s−1 a exponent empirického
vztahu m = 0.1. Procesní parametry byly: potenciál kapiláry ϕ1 = 10 kV,
potenciál uzemněného kolektoru ϕ2 = 0 V, elektrický proud trysky I0 =
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(a) materiálové parametry (b) parametry okolí (c) procesní parametry

(d) geometrické parametry (e) simulační parametry (f) parametry vizualizace

Obr. 7: Záložky ovládacího panelu nástrojů počítačové aplikace.
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= 2.93µA, objemový průtok roztoku kapilárou QV = 10.6 mℓhod−1. Geome-
trické parametry byly: vzdálenost mezi kapilárou a uzemněným kolektorem
h = 200 mm a průměr diskového kolektoru D = 100 mm. Prostředí ve zvlákňo-
vacím prostoru byl vzduch s dynamickou viskozitou ηa = 18.6µPa s a měrnou
hmotností ρa = 1.19 kg m−3. Zvlákňování probíhalo při teplotě T = 21 ◦C
a relativní vlhkosti ψ = 16.5 %. (Koncentrace nasycených par rozpouštědla
v blízkosti kapalinové trysky cs,∞ = 0.165.) Počáteční průměr trysky byl
d0 = 300µm a diskretizační délka segmentu trysky byla l0 = 4µm. Na obr. 10,
obr. 11, obr. 14, obr. 15, obr. 18 a obr. 19 jsou vykresleny radiální vzdálenosti,
sxy =

√

x2 + y2, nabitých hmotných bodů od souřadné osy z. Body byly prolo-
ženy kubickým polynomem, jehož koeficienty byly získány nelineární metodou
nejmenších čtverců implementovanou v programu gnuplot. Simulace byly
ukončeny při zachycení prvního nabitého hmotného bodu na uzemněném
diskovém kolektoru. Výpočetní čas každé simulace se na PC s procesorem
Intel Pentium M @1.6 GHz a OS GNU/Linux pohyboval kolem půl druhé
hodiny.

5.4 Ukládání nanovláken na drátovém kolektoru
Speciální kolektory různých tvarů hrají klíčovou roli pokud je požadováno
cílené ukládání zvlákněných nanovláken. Orientovaná nanovlákna mohou
být užitečná například při navrhování scaffoldů pro tkáňové inženýrství [21]
nebo žádoucí v případě následného zpracování do nanopříze. Na obr. 20(a)
až obr. 20(i) jsou zobrazeny pohledy na elektrostaticky zvlákněná nano-
vlákna při různých roztečích válcových vodičů speciálního drátového kolektoru.
Součástí každého pohledu je i úhlový histogram pro průkazné vyhodnocení
směrové orientace deponovaných nanovláken. Všechny výsledky byly získány
prostřednictvím autorem vyvinutého numerického modelu jožin. Parametry
modelu byly stejné jako v odd. 5.3 s vyjímkou průměru kolektoru, který
byl D = 2.45 mm. Výpočetní čas každé simulace se na PC s procesorem Intel
Pentium M @1.6 GHz a OS GNU/Linux pohyboval kolem šesti hodin.

6 Zhodnocení výsledků a nových poznatků
Zhodnocením výsledků dosažených na základě počítačových simulací lze
dospět k závěru, že cíle disertační práce byly splněny, a že matematický
model, resp. numerický model, je schopen predikovat vliv parametrů na
proces elektrostatického zvlákňování, ukládání elektrostaticky zvlákněných
nanovláken na sběrném kolektoru a rovněž přispět k hlubšímu porozumění
tohoto procesu. Praktickým výstupem práce je především počítačová aplikace
pro efektivní simulaci procesu elektrostatického zvlákňování, která vědeckým
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(a) γ = 140 mN m−1 (c) γ = 35 mN m−1

(b) γ = 70 mN m−1 (d) γ = 10 mN m−1

Obr. 8: Vliv povrchového napětí na trajektorii elektricky nabité trysky. Parametry
numerické simulace: εrp = 57.63, η0 = 103 Pa s, ηa = 18.6 µPa s, κ = 14.8 mS m−1,
ρ = 103 kg m−3, ρa = 1.19 kg m−3, τ0 = η0/E0 = 10 ms, ϕ1 = 10 kV, ϕ2 = 0 V, Ds,a =
= 2.96 × 10−5 m2 s−1, I0 = 2.93 µA, QV = 10.6 mℓ hod−1, cp0 = 0.06, cs,∞ = 0.165,
h = 200 mm a m = 0.1. Výsledky byly získány prostřednictvím autorem vyvinutého

numerického modelu jožin.
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(a) η0 = 1 000 Pa s (c) η0 = 250 Pa s

(b) η0 = 500 Pa s (d) η0 = 100 Pa s

Obr. 9: Vliv počáteční dynamické viskozity na trajektorii elektricky nabité trysky.
Parametry numerické simulace: γ = 70 mN m−1, εrp = 57.63, ηa = 18.6 µPa s, κ =
= 14.8 mS m−1, ρ = 103 kg m−3, ρa = 1.19 kg m−3, τ0 = η0/E0 = 10 ms, ϕ1 = 10 kV,
ϕ2 = 0 V, Ds,a = 2.96 × 10−5 m2 s−1, I0 = 2.93 µA, QV = 10.6 mℓ hod−1, cp0 = 0.06,
cs,∞ = 0.165, h = 200 mm a m = 0.1. Výsledky byly získány prostřednictvím autorem

vyvinutého numerického modelu jožin.
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Obr. 10: Porovnání vlivu povrchového napětí na šířku zóny bičující nestability.
Graf znázorňuje radiální vzdálenost, sxy =

√

x2
i + y2

i , nabitého hmotného bodu i
v závislosti na vzdálenosti, zi, od ústí kapiláry. Parametry numerické simulace:
εrp = 57.63, η0 = 103 Pa s, ηa = 18.6 µPa s, κ = 14.8 mS m−1, ρ = 103 kg m−3, ρa =
= 1.19 kg m−3, τ0 = η0/E0 = 10 ms, ϕ1 = 10 kV, ϕ2 = 0 V, Ds,a = 2.96 × 10−5 m2 s−1,

I0 = 2.93 µA, QV = 10.6 mℓ hod−1, cp0 = 0.06, cs,∞ = 0.165, h = 200 mm a m = 0.1.

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0 0.05 0.1 0.15 0.2

R
ad
iá
ln
í
v
zd
ál
en
os
t
(m
)

Vzdálenost od ústí kapiláry z (m)

1 000Pa s
500Pa s
250Pa s
100Pa s

Obr. 11: Porovnání vlivu počáteční dynamické viskozity na šířku zóny bičující
nestability. Graf znázorňuje radiální vzdálenost, sxy =

√

x2
i + y2

i , nabitého hmotného
bodu i v závislosti na vzdálenosti, zi, od ústí kapiláry. Parametry numerické simulace:
γ = 70 mN m−1, εrp = 57.63, ηa = 18.6 µPa s, κ = 14.8 mS m−1, ρ = 103 kg m−3, ρa =
= 1.19 kg m−3, τ0 = η0/E0 = 10 ms, ϕ1 = 10 kV, ϕ2 = 0 V, Ds,a = 2.96 × 10−5 m2 s−1,

I0 = 2.93 µA, QV = 10.6 mℓ hod−1, cp0 = 0.06, cs,∞ = 0.165, h = 200 mm a m = 0.1.
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(a) τ0 = 80 ms (c) τ0 = 20 ms

(b) τ0 = 40 ms (d) τ0 = 10 ms

Obr. 12: Vliv počátečního relaxačního času na trajektorii elektricky nabité trysky.
Parametry numerické simulace: γ = 70 mN m−1, εrp = 57.63, η0 = 103 Pa s, ηa =
= 18.6 µPa s, κ = 14.8 mS m−1, ρ = 103 kg m−3, ρa = 1.19 kg m−3, ϕ1 = 10 kV, ϕ2 = 0 V,
Ds,a = 2.96 × 10−5 m2 s−1, I0 = 2.93 µA, QV = 10.6 mℓ hod−1, cp0 = 0.06, cs,∞ = 0.165,
h = 200 mm a m = 0.1. Výsledky byly získány prostřednictvím autorem vyvinutého

numerického modelu jožin.
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(a) QV = 15.9 mℓ hod−1 (c) QV = 5.3 mℓ hod−1

(b) QV = 10.9 mℓ hod−1 (d) QV = 1.0 mℓ hod−1

Obr. 13: Vliv objemového průtoku na trajektorii elektricky nabité trysky. Para-
metry numerické simulace: γ = 70 mN m−1, εrp = 57.63, η0 = 103 Pa s, ηa = 18.6 µPa s,
κ = 14.8 mS m−1, ρ = 103 kg m−3, ρa = 1.19 kg m−3, τ0 = η0/E0 = 10 ms, ϕ1 = 10 kV,
ϕ2 = 0 V, Ds,a = 2.96 × 10−5 m2 s−1, I0 = 2.93 µA, cp0 = 0.06, cs,∞ = 0.165, h =
= 200 mm a m = 0.1. Výsledky byly získány prostřednictvím autorem vyvinutého

numerického modelu jožin.
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Obr. 14: Porovnání vlivu počátečního relaxačního času na šířku zóny bičující
nestability. Graf znázorňuje radiální vzdálenost, sxy =

√

x2
i + y2

i , nabitého hmotného
bodu i v závislosti na vzdálenosti, zi, od ústí kapiláry. Parametry numerické
simulace: γ = 70 mN m−1, εrp = 57.63, η0 = 103 Pa s, ηa = 18.6 µPa s, κ = 14.8 mS m−1,
ρ = 103 kg m−3, ρa = 1.19 kg m−3, ϕ1 = 10 kV, ϕ2 = 0 V, Ds,a = 2.96 × 10−5 m2 s−1,

I0 = 2.93 µA, QV = 10.6 mℓ hod−1, cp0 = 0.06, cs,∞ = 0.165, h = 200 mm a m = 0.1.
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Obr. 15: Porovnání vlivu objemového průtoku na šířku zóny bičující nestability.
Graf znázorňuje radiální vzdálenost, sxy =

√

x2
i + y2

i , nabitého hmotného bodu i
v závislosti na vzdálenosti, zi, od ústí kapiláry. Parametry numerické simulace:
γ = 70 mN m−1, εrp = 57.63, η0 = 103 Pa s, ηa = 18.6 µPa s, κ = 14.8 mS m−1, ρ =
= 103 kg m−3, ρa = 1.19 kg m−3, τ0 = η0/E0 = 10 ms, ϕ1 = 10 kV, ϕ2 = 0 V, Ds,a =
= 2.96 × 10−5 m2 s−1, I0 = 2.93 µA, cp0 = 0.06, cs,∞ = 0.165, h = 200 mm a m = 0.1.
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(a) I0 = 4.93 µA (c) I0 = 2.93 µA

(b) I0 = 3.93 µA (d) I0 = 1.93 µA

Obr. 16: Vliv elektrického proudu na trajektorii elektricky nabité trysky. Parametry
numerické simulace: γ = 70 mN m−1, εrp = 57.63, η0 = 103 Pa s, ηa = 18.6 µPa s, κ =
= 14.8 mS m−1, ρ = 103 kg m−3, ρa = 1.19 kg m−3, τ0 = η0/E0 = 10 ms, ϕ1 = 10 kV,
ϕ2 = 0 V, Ds,a = 2.96 × 10−5 m2 s−1, QV = 10.6 mℓ hod−1, cp0 = 0.06, cs,∞ = 0.165,
h = 200 mm a m = 0.1. Výsledky byly získány prostřednictvím autorem vyvinutého

numerického modelu jožin.
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(a) ϕ1 − ϕ2 = 20 kV (c) ϕ1 − ϕ2 = 10 kV

(b) ϕ1 − ϕ2 = 15 kV (d) ϕ1 − ϕ2 = 5 kV

Obr. 17: Vliv rozdílu elektrických potenciálů na trajektorii elektricky nabité trysky.
Parametry numerické simulace: γ = 70 mN m−1, εrp = 57.63, η0 = 103 Pa s, ηa =
= 18.6 µPa s, κ = 14.8 mS m−1, ρ = 103 kg m−3, ρa = 1.19 kg m−3, τ0 = η0/E0 = 10 ms,
ϕ2 = 0 V, Ds,a = 2.96 × 10−5 m2 s−1, I0 = 2.93 µA, QV = 10.6 mℓ hod−1, cp0 = 0.06,
cs,∞ = 0.165, h = 200 mm a m = 0.1. Výsledky byly získány prostřednictvím autorem

vyvinutého numerického modelu jožin.
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Obr. 18: Porovnání vlivu elektrického proudu na šířku zóny bičující nestability.
Graf znázorňuje radiální vzdálenost, sxy =

√

x2
i + y2

i , nabitého hmotného bodu i
v závislosti na vzdálenosti, zi, od ústí kapiláry. Parametry numerické simulace:
γ = 70 mN m−1, εrp = 57.63, η0 = 103 Pa s, ηa = 18.6 µPa s, κ = 14.8 mS m−1, ρ =
= 103 kg m−3, ρa = 1.19 kg m−3, τ0 = η0/E0 = 10 ms, ϕ1 = 10 kV, ϕ2 = 0 V, Ds,a =
= 2.96 × 10−5 m2 s−1, QV = 10.6 mℓ hod−1, cp0 = 0.06, cs,∞ = 0.165, h = 200 mm

a m = 0.1.
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Obr. 19: Porovnání vlivu rozdílu elektrických potenciálů na šířku zóny bičující
nestability. Graf znázorňuje radiální vzdálenost, sxy =

√

x2
i + y2

i , nabitého hmot-
ného bodu i v závislosti na vzdálenosti, zi, od ústí kapiláry. Parametry nume-
rické simulace: γ = 70 mN m−1, εrp = 57.63, η0 = 103 Pa s, ηa = 18.6 µPa s, κ =
= 14.8 mS m−1, ρ = 103 kg m−3, ρa = 1.19 kg m−3, τ0 = η0/E0 = 10 ms, ϕ2 = 0 V,
Ds,a = 2.96 × 10−5 m2 s−1, I0 = 2.93 µA, QV = 10.6 mℓ hod−1, cp0 = 0.06, cs,∞ = 0.165,

h = 200 mm a m = 0.1.
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(a) a = 5.5 mm
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(b) a = 11.0 mm
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(c) a = 16.5 mm

Obr. 20: Vliv rozteče válcových vodičů speciálního kolektoru na ukládání nanovlá-
ken. Parametry numerické simulace: γ = 70 mN m−1, εrp = 57.63, η0 = 103 Pa s, ηa =
= 18.6 µPa s, κ = 14.8 mS m−1, ρ = 103 kg m−3, ρa = 1.19 kg m−3, τ0 = η0/E0 = 10 ms,
ϕ1 = 10 kV, ϕ2 = 0 V, Ds,a = 2.96 × 10−5 m2 s−1, I0 = 2.93 µA, QV = 10.6 mℓ hod−1,
cp0 = 0.06, cs,∞ = 0.165, h = 200 mm a m = 0.1. Výsledky byly získány prostřednic-

tvím autorem vyvinutého numerického modelu jožin.
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(d) a = 22.0 mm
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(e) a = 27.5 mm
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(f) a = 33.0 mm

Obr. 20 (pokrač.): Vliv rozteče válcových vodičů speciálního kolektoru na ukládání
nanovláken. Parametry numerické simulace: γ = 70 mN m−1, εrp = 57.63, η0 =
= 103 Pa s, ηa = 18.6 µPa s, κ = 14.8 mS m−1, ρ = 103 kg m−3, ρa = 1.19 kg m−3, τ0 =
= η0/E0 = 10 ms, ϕ1 = 10 kV, ϕ2 = 0 V, Ds,a = 2.96 × 10−5 m2 s−1, I0 = 2.93 µA,
QV = 10.6 mℓ hod−1, cp0 = 0.06, cs,∞ = 0.165, h = 200 mm a m = 0.1. Výsledky byly

získány prostřednictvím autorem vyvinutého numerického modelu jožin.
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(g) a = 38.5 mm
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(h) a = 44.0 mm
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(i) a = 49.5 mm

Obr. 20 (pokrač.): Vliv rozteče válcových vodičů speciálního kolektoru na ukládání
nanovláken. Parametry numerické simulace: γ = 70 mN m−1, εrp = 57.63, η0 =
= 103 Pa s, ηa = 18.6 µPa s, κ = 14.8 mS m−1, ρ = 103 kg m−3, ρa = 1.19 kg m−3, τ0 =
= η0/E0 = 10 ms, ϕ1 = 10 kV, ϕ2 = 0 V, Ds,a = 2.96 × 10−5 m2 s−1, I0 = 2.93 µA,
QV = 10.6 mℓ hod−1, cp0 = 0.06, cs,∞ = 0.165, h = 200 mm a m = 0.1. Výsledky byly

získány prostřednictvím autorem vyvinutého numerického modelu jožin.
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pracovníkům nabízí nástroj pro rychlejší vývoj nanovlákenných materiálů.
Velkou výhodou tohoto přístupu je, že samotnému procesu elektrostatického
zvlákňování předchází počítačová simulace, což vede k úspoře nejen materiálu,
energetických zdrojů, ale i času. Přínosem disertační práce jsou také nové
vlastnosti matematického modelu, resp. numerického modelu, které nejsou
obsaženy v modelu od Renekera a Yarina. Mezi tyto nové vlastnosti patří
nahrazení homogenního elektrostatické pole za modely elektrických polí pro
diskový kolektor a speciální drátový kolektor, které umožňují vyšetřovat
skutečné elektrodové konfigurace. Vzhledem k velkému měrnému povrchu
polymerních nanovláken byla přidána síla zahrnující vliv třecí a tlakové
složky odporového prostředí vzduchu. Počítačová aplikace také obsahuje
výpočet kritické intenzity elektrostatického pole pro ověření, zda při zadaných
parametrech nastane elektrostatické zvlákňování nebo kontrolu minimálního
požadovaného počátečního průměru kapalinové trysky.

Na základě poznatků vlastních i uvedených v citované literatuře autor
dále doporučuje postupovat při vývoji numerického modelu v následujících
krocích:

nahradit ideální přímočarý segment elektricky nabité trysky jednorozměr-
ným kontinuem;
zahrnout elektrický vítr, který je podle práce [54] dalším důležitým jevem
doprovázející elektrostatické zvlákňování;
implementovat algoritmus rozdělující po určité délce ideální přímočarý
segment zelektrizované trysky na dvě části;
provést analýzu stability soustavy nelineárních obyčejných diferenciální
rovnic;
zvážit přeformulování počáteční Cauchyho úlohy na optimalizační úlohu.
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